: 


Prod: 


LÉ dE 
LENS 


COMPOSITION D’ANALYSE 


Sujet (durée : 6 heures) 


PRÉAMBULE 


. \ £ + ° 1 
On tient à préciser qu'aucune démonstration faisant intervenir une 
convergence, une continuité, une dérivabilité sous le signe [ 
, 


L 
R L Mana. ‘ 
( esp. ne sera prise en considération si les théorèmes invoqués 


c'e 


: , ; Se : 
9 Sont pas énoncés avec précision au moins une fois dans la copie 


NorTarTIoNs 


la droite 
à € de sorte 


: e On désigne respectivement par R, R, Cle corps des réels 
réelle achevée, le corps des complexes. On identifie FR? 
que si (x, y) est élément de R? on pose : 


RTE du 7, 
% — Rez, y —Imz. 


@ Dans tout le problème on considère un entier s (s 


sé > 1); pour 
élément z de C et tout élément x — on > 1); pour tout 


-., À;) de C5 on pose : 
PGA = HR st LE La 


PGM = sa (stat +2 


S-1° 
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l'our À dans CS, on note (r,, ..., r,) la suite des racines du polynôme 
‘1... de sorte que : 
J=s$s 
PGN= [[E-7r): 
j=1 
ou not Z 2 {2,, ..., 2, } Vensemble de ses racines distinctes, 
de sorte que : j=h 


P; (& À) se Il (z nn z;)i 


i=1 


où l’entier s; (s; > 1) représente l’ordre de multiplicité de z,. 


e Soientpunentier(p > 1)et F une application de €? dans C, on dit 
que Fest de classe CT si et seulement si F est 7 fois continûment diffé- 
rentiable en tant qu’application de R°? dans C; on dit que Fest de classe 
C® si et seulement si elle est de classe C’ pour tout r. 


4 /) . 1/9 . à 
e Les opérateurs différentiels 3 (£ — ss) et 5 (£ + is.) 
à : à 
sont notés respectivement = et — 
4 


Pour p et q entiers naturels on pose : 
oP+ q d p ù q 
mes DZ a Oo — . 
son = (5) * (6) 


DÉFINITIONS 


Soit F une application de C? dans C supposée de classe C®; soit a 
un point de C?, soit r un entier (r > 0); on dit que F est r-plate au point a 
si et seulement si F s’annule en a ainsi que toutes ses différentielles jusqu’à 
l’ordre r inclus. On dit que F est plate en a si et seulement si, pour tout 
entier r, F est r-plate en a. 


Soit X une partie de C?, on dit que F est r-plate (Resp. plate) sur X 
si et seulement si F est r-plate (Resp. plate) en chaque point de X. 


Dans tout le problème f est une application de classe C® de € dans € 
et g une application de classe C® de R dans C. 


L'objet du problème est d’établir une identité de division de f, (Resp. g) 
par le polynôme P,(z, à), (Resp. P, (x, À}) et d'étudier comment le quo-. 
tient et le reste définis à cette occasion dépendent de À. Ë 
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Note 


Prog 


Less 


—. 


“4 
ke 
l 


P—1 
On note À J’opérateur différentiel 


PPS 
où à A% (Resp : dXS) est mis pour 


— 2 — 2 
DAS 4.028 (Resp : à A Et) 


P'h(x+ni,2) |? 
En posant Q (x, », À) = | it u 


démontrer que : 


a. On a : pour tout (1, À) dans Q et tout x réel : 


A (x, n,À) 
AQ(x,n,2) = IP, (x + ni,à) [er 


où À est. un polynôme en x, Ds Ab PA ee 53 re dont le degré 
en x est au plus 2 ps — 2, 


6. L'application 6 est de classe C® sur Q. 


c. Pour tout compact K de R x Cs 


et tout triplet (x, B, y), il existe 
un réel C& tel que : 


YGNEQNK  |Ac(m)|< x (+) 


ÿ (n,A) 7? 


DEUXIÈME PARTIE 
Sauf au 4°, on a fixé À dans G° 


1°a. Soit s, un entier (5 > 1); en utilisant la formule de Taylor 
avec reste intégral, démontrer qu’il existe une unique application de 


classe C®, notée Q, , de R dans €, et un unique polynôme R, de degré 
au plus s, — 1, tels que : 


et on écrit P (2) au lieu de P, (z, À). 


VtER g(e) = R, (ë) + rs Q, (4) 
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icati © notée 
h Démontrer qu'il existe une application de ou Q, 
J 1: dans C, et un polynôme R de degré au plus s — 


VteR g(t)=P(4)Q()+R() 


i j et seulement si P a 
Démontrer que le couple (Q, R) est unique si € 
unies nes racines réelles. 


2 ’appli- 
Soient met n deux entiers (m > 1, n > 1), démontrer que Vappli 
nn w : C\X {0} —+ € définie par : 


Entm 


YzeC\{0} w(z) = 


z" 
i icati : CC de classe 
« prolonge de manière unique en une application w, 
{ on ! : . 
inté our une 
3 a. En utilisant la formule de Taylor avec reste intégral p 


LA IR & 
‘onctl aria ré démontrer l'égalité : 
lonction d’une variable réelle, 


Vs:eC VhecC 
RO hPhToPtIf + 
fe+n=sta+ À () 


DT qi der oet 


1<p+q<r : 
hr h1 
(r+1) > Sri Pre (eh) 
p+a=r+i 
1 : artTap — 
où Ee(mk)= f (1-1) TL 


ion ’ensemble Z des zéros 
b. On suppose l'application < plate sur l’ense 


de P. 


i icati sse C®, notée 
Démontrer qu’il existe une unique application de  . É A 
O, de C dans C, et un unique polynôme R de degré au plu 
«2 
que : 


VzeC f(2)=P(:) QG) +R() 


i : : ssi. 
c.  Démontrer que si f est holomorphe, Q l'est au 


x 


; ; _… 
d. Démontrer que le résultat de b. subsiste si l’on suppose seule 
| ] ] ; — 4) - plate au 
ment que of est, pour tout j (1 <J < k) (s;—-1) -p 
E 
point Z;. 
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, ° & 1 définie par . 
ns on suppose ? 1 1 lication d À d: 
| i PP i Ï n de classe C de C X CS dai € b. Soit LA PP e ans R 


F plate sur l’ensemble X des couples (z, À) vérifiant P, (2, 2) = 0. 


RTE. CHUTES 
(AY) EAÀ FE = 4044180) pe (TS) 4 


Démontrer que pour tout entier naturel r { > 1) Papplication : 


(2,2) F(z,2) 
d pat ë a : 
| WE? (P. (2,2) Démontrer que pour tout À dans CS et tout réel Ë on 
Noi de € x C\ x dans C se prolonge de façon unique en une application 


de € X C® dans €, de classe Co. 


Per rn) ? 2 


Lo 
: : ; : © sur À en (À ) 
si RéonSo “7 eneera Par démontrer que l Prouver que Ÿ est continue, qu’elle est de classe CT 5 (à »), 


application : 


Le 
! - | x n (Ë, À, y) sur À. 
| ® :(z, Aires (z; his Ne 1 Ps (z, 2)) ci que ses différentielles sont continues à tout ordre en (Ë Y. 

| de € X C5 dans lui-même est un changement de variable Co 

| 

1 


, C’est-à- 
dire une application bijective de classe Co 


ou ue ARE + 
amsi que sa réciproque. x Soit AT Das da soit p, une application de R* dans 
2% Doit & u , 2 


10, 1] de classe CT, vérifiant : 


TROISIÈME PARTIE Vte[0, x] p,(#) = 0 
| 


Vtefl a + o[ p()=1 
! Pour tout réel Ë on note : I(E) — [ : 1 1 | 

| | 21+/] T+}E 

et À la partie de R x Cs x R formée par les triplets (E, 
appartienne à [(£). 


L’existence de p, est admise. 
À, y) tels que y 


On note p l'application de R X €$ x R dans [0, 1] définie par : 


On note p, une application de R dans [0, 1], de classe Co 


sur R, paire, 
et vérifiant : 


(E, À y) — p(E, À y) avec : 


Vtelf8s®, + œo| Po (é) = 0 i. p est paire en y 


1 | 4: 
Vte[0, 45°] Po (t) = 1 Ms TU ED p(É,A,y) 
L'existence de P est admise. — F(E, 2, y)) 
ii. si yel(é) PE 7) = p4 ( 
1°a.  Démontrer que l'application : ci PCA, y) = 0 
IV. Si Y > 1+ [E 


(En) — pe (1e) 


de Rx C*x R dans [0, 1] est de classe C© er 


rentielles sont continues à tout ordre en (£, x, 


L. Ï rouver que p est continue sur R € R de classe C 
X X » 

| (À }, 

par rapport a , y chacune de ses différentielles étant continue par 

rapport 3 (Ë, À, y) sur R X C X R. 


1 (À, n) et que ses diffé. 
a). 
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b. Prouver l’ existence d’un ouvert contenant R x C5 x {0 } sur : 


lequel o est Constante égale à 1, 


Prouver que p (E, 


€. Démontrer l'existence d’un ouvert contenant } 


{ (Er) | ÉeR,1eC,yeR 


À, y) est nul dès que ÎrE | 


à 
sur lequel “ est nulle. 
y 


d._ Démontrer Œue pour tout compact K de Cs 
(x, B, y) de NS x NS X IN, ül existe un réel D 


tels que : 


V(EA Y)ERxK 


On suppose dans cette 


intégrable sur R. 


On admet lexistence d’une fonction 


que : 


et 


>1*1+181+7 


DAT XP 2y7 


(és 1,7) 


| 


QUATRIÈME PARTIE 


> 1. 


ensemble : 


et (7,2)#4Q )} 


X R et tout triplet 
x €t Un entier naturel q 


< Dx(1+7/£c) 


partie que g : R — € est de classe C® et est 


VrelN x | x" g(x) | est bornée sur R 


VxeRrR g(x) = 


On définit alors F de C 


V(z 1) eC x Cs 


Lee 


dE. 


X CS dans € par : 


ra f! 
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F (EA,y) ete 


£ de R dans C, continu. selle 


g(E) dE 


ns Re so 
\poséz = x + y; et où p est l'application définie à III, 2°. 


sf S : 
Démontrer que F est de classe C® sur € X CF et que 


VxerR VrecC* g(x) = F(x,2). 
‘ Démontrer que GS est plate en tout point (z,A) tel que ze R 
dZ 
sets l. (=, x) —= 0. 


"Soit D le disque fermé dans € de centre « et de rayon R (R > 0); 
doimontrer que : 


0] 
ft ln D, ViecCs 


Fa | ; dx d 
_R [reste eu 1 JE à) — < . 
PL, A) = Roi 
0 


© +Reït - 5 


Ô 4 it l’iden- 
l’ Prouver l'existence de polynômes R; (u, À) tels que l’on ait 1 
ui de fractions rationnelles : 


Î=s 
À) ; 
1 PEN) À Rss Ch) se; 
u—z P,(u,r 2 Ps (u,2) 
j=1 


i à à classe CX 
“1 démontrer lexistence d’une fonction Q : R X C5 > C de , 
cl d'un polynôme en t 


R(t,A)— a, (A)és +... +a,(à) 
de classe CT en (4, À) sur R X CS tels que : 


VIER VrecCs gt) = P,(t,2) QUE A) +HR(:, 2). 


